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Введение 

Важнейшей проблемой в гравиметрии яв-
ляется решение обратной задачи. Традици-
онно обратная задача в гравиметрии решает-
ся методом подбора, суть которого в том, что 
в принятом модельном классе источников 
поля последовательно генерируются кон-
кретные представители (конкретные распре-
деления источников поля, принадлежащие 
модельному классу) и для них находятся 
(для точек, в которых выполнены экспери-
ментальные исследования) соответствующие 
значения гравитационного поля от заданных 
представителей. Иначе говоря, для каждого 
представителя из принятого модельного 
класса источников поля решается соответ-
ствующая прямая задача, и далее вычислен-
ные значения сравниваются (в выбранной 
метрике – обычно среднеквадратической) с 
полученными из наблюдений. Если по сово-
купности принятых критериев для некоторо-
го представителя согласие наблюденных и 
вычисленных величин является приемле-
мым, то принимается, что данный предста-
витель и определяет (вместе с другими фак-
тами) интерпретацию аномального гравита-
ционного поля в рамках принятой интерпре-

тационной модели. Но использование метода 
подбора на практике встречается с трудно-
стями, иногда непреодолимыми, в связи с 
необходимостью использовать модельные 
классы источников поля большой сложно-
сти, включающие многие десятки и сотни 
тел, с достаточно сложными законами рас-
пределения плотностей в телах (линейные, 
квадратичные, экспоненциальные, логариф-
мические и другие законы изменения плот-
ностей в телах). Это в свою очередь приво-
дит к тому, что аналитические решения пря-
мых задач, выражаемые определенными 
объемными интегралами, не всегда могут 
быть получены в явной форме. Что касается 
численных методов, то число конкретных 
прямых задач весьма велико; в то же время 
отсутствует комплекс компьютерных про-
грамм, реализующий все варианты решения 
прямых задач.  

Другой подход, который разрабатывается 
авторами, заключается в аналитическом про-
должении измеренных на поверхности Земли 
значений гравитационного поля в нижнее 
полупространство с использованием уравне-
ний Лапласа и Пуассона. Уравнения Лапласа 
и Пуассона редуцируются разностными со-
отношениями к системе линейных диффе-
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ренциальных уравнений. В результате ана-
литического продолжения по поведению 
расчетного поля, получаемого в нижнем по-
лупространстве, можно решать обратную 
задачу, т.е. определить контур области, заня-
тую гравитирующими массами и плотности 
масс. 
 

Метод сеток для дифференциальных 

уравнений 

 

Обратимся теперь к основным положени-
ям разностного метода и используемым ап-
проксимационным схемам (Крылов, Бобков 
и др., 1975). Рассмотрим несколько методов 
замены дифференциальных уравнений раз-
ностными уравнениями.  

В основе первого метода лежит замена 
производных от функции u(𝑥, 𝑦) разностны-
ми отношениями. 

Пусть в некоторой области D, ограничен-
ной контуром Г, задано уравнение  

 
𝐿(𝑢) ≡ 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑥 +

2𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑦+𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦𝑦 + 2𝑑(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 +

2𝑒(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦++𝑔(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦).            (1) 
 
Будем считать, что это уравнение в обла-

сти D имеет эллиптический тип, т.е. для него 
выполняется условие 𝛿(𝑥, 𝑦) = 𝑏2(𝑥, 𝑦) −

𝑎(𝑥, 𝑦)𝑐(𝑥, 𝑦) < 0 всюду в D. Будем считать 
также, что к уравнению (1) присоединены 
граничные условия. Начнем с изложения по-
нятия сетки. 

Задача нахождения решения уравнения (1) 
в области D часто оказывается трудно раз-
решимой или вообще неразрешимой в ко-
нечном виде. Поэтому в практике вычисле-
ний отказываются от нахождения решения 
во всей области D и ставят задачу прибли-
женно найти решение лишь на некотором 
множестве точек из D. Это множество точек 
называют сеткой. Его берут конечным и 
настолько густым, чтобы оно приближенно 
заменяло область D. При этом расположение 
точек сетки в принципе может быть любым. 
Обозначим через 𝐷ℎ  множество точек сетки. 
Пусть (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) есть некоторая точка из 𝐷ℎ,  а 
𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)  – значение функции 𝑢(𝑥, 𝑦) в этой 
точке. Таких значений конечное число. Зада-

ча их нахождения принципиально возможна. 
Она определяется дифференциальным урав-
нением, граничными условиями, присоеди-
ненными к этому уравнению, областью D и 
контуром Г. Суть метода сеток состоит в 
том, что на основе этой информации строят-
ся некоторые соотношения, отражающие 
свойства дифференциального уравнения и 
граничного условия и позволяющие прибли-
женно вычислить значения 𝑢(𝑥𝑖, 𝑥𝑖).  

Существуют несколько примеров выбора 
сетки. Остановимся на выборе прямоуголь-
ной сетки.  

Проведем на плоскости переменных x и y 
совокупность прямых  

 
𝑥 = 𝑥0 + 𝑖ℎ, 𝑦 = 𝑦0 + 𝑗𝑙,      

где 𝑥0, 𝑦0 – координаты точки М, лежащей 
внутри D; h – шаг сетки по направлению x; 
l – шаг сетки по направлению y (h, l – поло-
жительные числа), i, j = 0,±1, ±2, ±3 … Точ-
ки пересечения этих прямых (𝑥 = 𝑥𝑖, 𝑦 = 𝑦𝑗  ), 
содержащиеся внутри области D, и образуют 
множество 𝐷ℎ точек прямоугольной сетки. 
Эти точки принято называть узлами сетки.  

Пусть в области D задано дифференци-
альное уравнение (1). Рассмотрим прямо-
угольную сетку 𝐷ℎ, заменяющую область D, 
и в ней точку (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) будем называть внут-
ренней, если четыре её соседние точки 
(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1) при-
надлежат замкнутой области 𝐷 = D+Г. По-
ставим задачу заменить дифференциальное 
уравнение (1) в точке  (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) сеточным 
уравнением. Такую замену мы выполним пу-
тем выражения каждой производной, входя-
щей в уравнение, через значение функции в 
узлах сетки. Для функции 𝑢(𝑥, 𝑦) двух неза-
висимых аргументов x и y соответствующие 
выражения имеют следующий вид  

 
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗) =

𝑢(𝑥𝑖+1,𝑦𝑗 )−𝑢(𝑥𝑖−1,𝑦𝑗 ) 

2ℎ
 −     

ℎ2

6
(

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
)(𝑥𝑖+𝜃 ℎ,𝑦𝑗) -1  <  𝜃 <1     (2) 

 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗) =

𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗+1 )−𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗−1)  

2𝑙
 −     

 
𝑙2

6
(

𝜕3𝑢

𝜕𝑦3
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗+𝜏 𝑙)   -1  <  𝜏  <1    (3 )   
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(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗) = 

 
𝑢(𝑥𝑖+1,𝑦𝑗 )−2𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗 )+𝑢(𝑥𝑖−1,𝑦𝑗 ) 

ℎ2
 - 

−
ℎ2

12
(

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
)(𝑥𝑖+𝜏′ℎ,𝑦𝑗), 1<𝜏′<1              (4) 

 
                                   

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) =

 (𝑥𝑖,𝑦𝑗)

𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗+1)−2𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗)+𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗−1)

𝑙2
−  

−
𝑙2

12
(

𝜕4𝑢

𝜕𝑦4
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗+𝜎𝑙′)   1<𝜎′<1              (5) 

 

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗) = [

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) ] 𝑥𝑖,𝑦𝑗) =  

   
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗+1)−(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗−1)

2𝑙
+ 𝑂(𝑙2) =  

1

2𝑙
[

𝑢(𝑥𝑖+1,𝑦𝑗+1 ))+𝑢(𝑥𝑖−1,𝑦𝑗+1 ) 

2ℎ
+ 𝑂(ℎ2)- 

𝑢(𝑥𝑖+1,𝑦𝑗−1 ))−𝑢(𝑥𝑖−1,𝑦𝑗−1 ) 

2ℎ
− 𝑂(ℎ2)]  

+𝑂(𝑙2)                                              (6) 

                                                                                                                                                       

в предположении, что ℎ

𝑙
=const. Отметим, что 

для замены смешанной производной  𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

по формуле (6) используются точки в 4 углах 
большого квадрата и отмеченные на рис. 4 
черными кружочками   (формулы (2)–(5) по-
лучены из разложения функции 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) в 
окрестности точки (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) по формуле Тей-
лора с остаточным членом в форме Лагран-
жа. 

Следует сказать, что приведенные здесь 
выражения для замены частных производ-
ных не являются единственными. Привлекая 
дополнительно значения u в других узлах 
сетки, можно получить ряд других замен, 
которые могут быть точнее вышеприведен-
ных.  

Перейдем теперь непосредственно к ре-
шению задачи: заменить дифференциальное 
уравнение (1) в точке (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) сеточным урав-
нением. Положим в этом уравнении 
(x,y)=(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) и в целях упрощения будем 
считать, что в дифференциальном уравнении 

отсутствует смешанная производная, т.е. 
b(x, y)≡ 0. Обозначим 

 
 𝑎(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = 𝑎𝑖𝑗 … , 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = 𝑓𝑖𝑗 . 
 
Используя формулы (2)–(5) и уравнение 

(1), получим 
 

[𝐿(𝑢)] 𝑥𝑖,𝑦𝑗) ≡ 𝑎𝑖𝑗(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗) 

+𝑐𝑖𝑗(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗) + 2𝑑𝑖𝑗(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗)+ 

+2𝑒𝑖𝑗(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)(𝑥𝑖,𝑦𝑗) + 𝑔𝑖𝑗𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = 

= 𝑎𝑖𝑗
𝑢(𝑥𝑖+1,𝑦𝑗 )−2𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗 )+𝑢(𝑥𝑖−1,𝑦𝑗 ) 

ℎ
2 + 

𝑐𝑖𝑗
𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗+1 )−2𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗 )+𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗−1 ) 

𝑙2
+ 

+2𝑑𝑖𝑗
𝑢(𝑥𝑖+1,𝑦𝑗 )−𝑢(𝑥𝑖−1,𝑦𝑗 ) 

2ℎ
+ 

2𝑒𝑖𝑗
𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗+1 )−𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗−1)  

2𝑙
++𝑔𝑖𝑗𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) +

𝑂(ℎ
2+𝑙2) = 𝑓𝑖𝑗 . 

 
    Собрав в этом выражении члены при 
одинаковых сеточных значениях функ-
ции, будем иметь формулу 

 
  [ 𝐿(𝑢)] (𝑥𝑖,𝑦𝑗) = 𝐿ℎ (𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗))+ 
 +𝑂(ℎ

2+𝑙2) = 𝑓𝑖𝑗 ,                                                    
(7) 

 
где положено  
 
𝐿ℎ (𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)) = 𝐴𝑖𝑗𝑢(𝑖+1𝑗) + 𝐵𝑖𝑗𝑢(𝑖−1𝑗)+ 

+𝐷𝑖𝑗𝑢(𝑖𝑗+1) + 𝐸𝑖𝑗𝑢(𝑖𝑗−1) + 𝐹𝑖𝑗𝑢(𝑖𝑗)     𝐴𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑗

ℎ
2 +

𝑑𝑖𝑗

ℎ
,𝐵𝑖𝑗 =

𝑎𝑖𝑗

ℎ
2 −

𝑑𝑖𝑗

ℎ
, 𝐷𝑖𝑗 =

𝑐𝑖𝑗

𝑙2
+

𝑒𝑖𝑗

𝑙
,  

𝐸𝑖𝑗 =
𝑐𝑖𝑗

𝑙2
−

𝑒𝑖𝑗

𝑙
, 𝐹𝑖𝑗 = −

2𝑎𝑖𝑗

ℎ
2 −

2𝑐𝑖𝑗

𝑙2
+

𝑓𝑖𝑗

ℎ
+ 𝑔𝑖𝑗, 

𝑢(𝑖,𝑗) и т.д. – точные значения функции 
𝑢(𝑥, 𝑦) в точке  (𝑥𝑖, 𝑦𝑗). Если решение урав-
нения (1) имеет в области D непрерывные 
производные до четвертого порядка включи-
тельно, то в формуле (7) величиной 
𝑂(ℎ

2+𝑙2) при достаточно малых h и l можно 
пренебречь. Тогда окончательное сеточное 
уравнение, заменяющее дифференциальное 
уравнение (7), может быть записано в виде: 

 
𝐿ℎ(𝑢𝑖𝑗) = 𝑓𝑖𝑗 ,                          (8) 
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где под 𝑢𝑖𝑗 понимается приближенное значе-
ние функции u(x, y) в точке (𝑥𝑖, 𝑦𝑗). Переход 
к этим приближенным значениям вызван 
тем, что в формуле (7) отбрасывается член 
𝑂(ℎ

2+𝑙2). Этот член имеет смысл погрешно-

сти, с которой сеточный оператор 𝐿ℎ(𝑢𝑖𝑗) 
заменяет дифференциальный оператор L(u) 
во внутренней точке сеточной области. Для 
замены дифференциального оператора се-
точным в этом случае привлекается схема 
точек (рис. 1), получившая название «крест». 
Сеточное уравнение (8) имеет место для всех 
внутренних точек сеточной области.  

Рассмотрим теперь случай, когда в урав-
нение (1) входит смешанная производная 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
 и b(x, y), следовательно, не равняется 

тождественно нулю. Замену этой производ-
ной осуществим по формуле (6) таким же 
путем, как и ранее. Сеточное уравнение, за-
меняющее дифференциальное уравнение (1) 
в точке к (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), в этом случае будет таким 
 

 𝛬ℎ(𝑢𝑖𝑗) = 𝑓𝑖𝑗 .                         (9)   
 
 При записи сеточного уравнения (9) ис-

пользовалась схема точек (рис. 4), получив-
шая название «ящик». Уравнение (9) имеет 
место во всякой внутренней точке сеточной 
области, при этом точку (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) будем назы-
вать в случае схемы «ящик» внутренней то-
гда, когда восемь окружающих ее точек при-
надлежат области 𝐷 . Изложенный выше ме-
тод замены дифференциального уравнения 
сеточным прост и удобен, но он существенно 
использует то обстоятельство, что сетка 
прямоугольная и равномерная (в ней узлы по 
каждому из направлений взяты равноотсто-
ящими). Если сетка такими свойствами не 
обладает, то указанный способ замены не 
может быть осуществлен. 

Рассмотрим теперь второй метод, осно-
ванный на аппроксимации дифференциаль-
ного оператора в целом. Будем по-прежнему 
рассматривать уравнение (1). Предположим, 
что уже построена некоторая сеточная об-
ласть 𝐷ℎ. Узлы сетки будем считать распо-
ложенными произвольно (это может быть и 
неравномерная и не прямоугольная сетка). 
Пусть по некоторому правилу мы отнесли 

часть узлов к внутренним, а часть узлов к 
граничным. Возьмем какую-нибудь внут-
реннюю точку с координатами  𝑥0, 𝑦0 и обо-
значим ее через 𝑀0 . Наряду с точкой 𝑀0 рас-
смотрим некоторую совокупность других 
внутренних точек 𝑀1, 𝑀2 …, 𝑀𝑁. Всего точек 
будет N+1. Обозначим через u(i) точное зна-
чение функции u(x, y) в точке 𝑀𝑖. Будем ре-
шать, как и прежде, задачу о замене уравне-
ния (1) некоторым сеточным уравнением. С 
этой целью рассмотрим разностный опера-
тор               

 
𝐿ℎ(𝑢(0)) ≡ ∑𝑁

𝑘=0 𝑐0𝑘𝑢(𝑘)          (10) 
 
и в нем неизвестные параметры 𝑐0𝑘 опреде-
лим таким образом, чтобы значение диффе-
ренциального оператора L(u) в точке 𝑀0 и 
значение 𝐿ℎ(𝑢(0)) совпадали бы возможно 
более точно. Предположим, что все точки 
𝑀1, 𝑀2 …, 𝑀𝑁 лежат в достаточно малой 
окрестности точки  𝑀0. Тогда разности 𝑥𝑘-𝑥0 
и 𝑦𝑘-𝑦0  (1≤ k≤N) будут малыми числами и 
значение функции u(k) можно разложить по 
формуле Тейлора в окрестности точки 
𝑀0(𝑥0. , 𝑦0) (до производной r-го порядка 
включительно и с остаточным членом в 
форме Лагранжа). Этим разложением мы 
воспользуемся для того, чтобы добиться 
упомянутого выше совпадения. Подставив 
это разложение в формулу (10), получаем: 

𝐿ℎ(𝑢(0)) ≡ ∑𝑟
𝑝+𝑞=0 𝐴𝑝𝑞(

𝜕𝑝+𝑞𝑢

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑦𝑞 )(0) +    
∑𝑁

𝑘=0 𝑐0𝑘𝑅(𝑘) , 
где через (𝜕𝑢

𝜕𝑥
)(0) обозначено значение произ-

водной  𝜕𝑢

𝜕𝑥
  в точке 𝑀0, а через R(k) – остаток 

разложения. 
Явные значения для коэффициентов 𝐴𝑝𝑞 

слишком громоздкие, поэтому ограничимся 
только указанием на их смысл: 

1) эти коэффициенты линейно зависят 
от величин 𝑐0𝑘(k=0,1,...N); 

2) они содержат множители вида  
(𝑥𝑘 − 𝑥0)𝑝(𝑦𝑘 − 𝑦0)𝑞.  

Если считать, что 𝑥𝑘 − 𝑥0 и 𝑦𝑘 − 𝑦0 явля-
ются малыми величинами одного порядка 
малости, то из последнего свойства следует, 
что коэффициенты  𝐴𝑝𝑞 являются величина-
ми, порядок малости которых относительно 
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(𝑥𝑘 − 𝑥0) или (𝑦𝑘 − 𝑦0) есть p+q. Потребуем, 
чтобы равенство   

                      

  ∑𝑟
𝑝+𝑞=0 𝐴𝑝𝑞(

𝜕𝑝+𝑞𝑢

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑦𝑞 )(0) = [𝐿(𝑢)] (0) 
 
имело место для любой функции u(x,y), 
имеющей в области D непрерывные произ-
водные до порядка r включительно. Для это-
го необходимо, чтобы совпали коэффициен-

ты правой и левой частях при (𝜕𝑝+𝑞𝑢

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑦𝑞
)(0)  

для всех p и q, удовлетворяющих неравен-
ству 0 ≤ 𝑝 + 𝑞 ≤ 𝑟. Это дает такую систему 
уравнений для определения величин   
𝑐00, 𝑐01,...,𝑐0𝑁: 
 
𝐴00 = 𝑔(𝑥0, 𝑦0)           (𝑝 + 𝑞 = 0)   
𝐴10 = 2𝑑(𝑥0, 𝑦0), 𝐴01 = 2𝑒(𝑥0, 𝑦0)     (𝑝 + 𝑞 =
1) 
𝐴20 = 𝑎(𝑥0, 𝑦0), 𝐴11 = 2𝑏(𝑥0, 𝑦0)  𝐴02 =
𝑐(𝑥0, 𝑦0)        (𝑝 + 𝑞 = 2) 
𝐴30 =,   𝐴21 =  𝐴12 = 𝐴03 = 0   (𝑝 + 𝑞 = 3)       
…………………………………………….. 
𝐴𝑟0 =   𝐴𝑟−11 =. . . =  𝐴1𝑟−1 = 𝐴0𝑟 = 0        
(𝑝 + 𝑞 = 𝑟). 
 

Система уравнений возникает потому, 
что, вообще говоря, для коэффициентов     
𝐴𝑝𝑞  верно представление 

 
𝐴𝑝𝑞 =  ∑𝑁

𝑘=0 𝛼𝑝𝑞
(𝑘)𝑐0𝑘,           (11) 

 
где 𝛼𝑝𝑞

(𝑘) – известные величины. Для опре-
деления величин 𝑐0𝑘  получим, таким обра-
зом, 1

2
(𝑟 + 1)(𝑟 + 2) уравнений. Эти уравне-

ния линейны. Встает вопрос о разрешимости 
системы линейных алгебраических уравне-
ний. Если число уравнений системы будет 
больше числа неизвестных, то система мо-
жет быть несовместной. Будем поэтому счи-
тать, что выполняется неравенство 
 

1

2
(𝑟 + 1)(𝑟 + 2) ≤ 𝑁 + 1. 

Рассмотрим случай, когда  1

2
(𝑟 + 1)(𝑟 +

2) = 𝑁 + 1. Предположим, что система 
уравнений для определения величин  𝑐0𝑘 
имеет ранг, равный N+1, и, следовательно, 
она однозначно разрешима. Пусть решением 

этой системы являются числа    
𝑐00

∗, 𝑐01
∗, . . 𝑐0𝑁

∗. Таким образом, можно 
утверждать, что равенство   

 
[𝐿(𝑢)] (0) = ∑𝑁

𝑘=0 𝑐0𝑘
∗𝑢(𝑘)  

 
выполняется с погрешностью 
 
𝑅 ∗ = ∑𝑁

𝑘=0 𝑐0𝑘
∗𝑢(𝑘). 

 
Если мы хотим выполнить замену диффе-

ренциального оператора сеточным во всей 
сеточной области, то аналогичные вычисле-
ния мы должны проделать для каждой внут-
ренней точки. При этом число точек, при-
влекаемых для замены дифференциального 
оператора сеточным, может быть различным. 
Оно не обязательно должно быть равным N. 
Его можно увеличить или уменьшать в зави-
симости от того, каким мы хотим видеть 
остаток 𝑅 ∗. 

Отличие изложенных выше здесь методов 
состоит в следующем. В первом методе каж-
дая в отдельности производная, входящая в 
дифференциальное уравнение, заменяется 
значениями функции, как правило, на рав-
номерной сетке. Во втором методе отдельно 
каждая производная не рассматривается, а 
весь дифференциальный оператор заменяет-
ся в некоторой точке значениями функции на 
произвольной сетке. Второй метод более 
общий, но он требует, вообще говоря, для 
каждой точки систему уравнений вида (12). 
В первом методе этого не требуется, и в 
смысле простоты вычислений он предпочти-
тельнее, а для получения желаемой точности 
можно брать более мелкий шаг. Иногда при 
замене дифференциального уравнения поль-
зуются разностным интегрированием, но 
этот подход здесь не будет рассматриваться. 

 
Определение параметров шаблонов  

1-ʡ крест», «2-й крест» для дискретной 

ʘʧпроксимации уравнения Лапласа  

 

Применим приведенные выше сведения из 
теории разностного метода при замене не-
прерывного уравнения Лапласа (уравнение 
эллиптического типа), описывающем поле тяжести вне возмущающих масс, дискрет-
ным уравнением.                     
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Пусть в некоторой области D, ограничен-
ной контуром Г, задано уравнение Лапласа 

 

𝛥𝑢 ≡
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 = 0                (12) 
 
и к нему присоединено граничное условие  
   

𝑢|Г = 𝜑(𝑀).                           (13) 
 

Поставим задачу: заменить оператор 𝛥𝑢 
сеточным оператором. Будем рассматривать 
случай квадратной сетки, когда h = l. Коор-
динаты узла сетки будем определять по 
формулам 

 
𝑥𝑘 = 𝑥0 + 𝑘ℎ, 𝑦𝑘 = 𝑦0 + 𝑘ℎ, 𝑘 = 0, ±1, …  
 

Заменим область 𝐷 сеточной областью 
𝐷ℎ и в ней выделим  𝐷ℎ

∗  внутренних узлов и 
множество Г∗  граничных узлов. Узел будем 
называть внутренним, если четыре его со-
седних узла принадлежат области 𝐷=D+Г. 
Пусть узел с координатами (𝑥𝑖,𝑦𝑗) является 
внутренним. Для замены в этом узле диффе-
ренциального оператора сеточным изберем 
схему точек «крест» и в ней пронумеруем 
точки в таком порядке, как показано на 
рис. 1.  

 
Рис. 1. Схема точек «крест» 

 
Составим выражение для сеточного опе-

ратора  𝐿ℎ(𝑢(0)) ≡ ∑4
𝑘=0 𝑐0𝑘𝑢(𝑘)  (14) и в 

нем величины  𝑐0𝑘 определим так, чтобы ра-
венство ((𝛥𝑢)(0) = 𝐿ℎ(𝑢(0)) выполнялось с 
возможно большей точностью. Используя 
разложение в ряд Тейлора выражения (14) и 
сравнивая, как и выше, коэффициенты, сто-
ящие в этом выражении при  𝑢(0),  (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)(0), 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)(0) и т.д. с аналогичными коэффициента-

ми в выражении (𝛥𝑢)(0), получим систему 
линейных алгебраических уравнений для 
определения величин 𝑐0𝑘 : 
𝑐00+ 𝑐01+𝑐02+𝑐03+𝑐04=0, 
(− 𝑐01 +  𝑐03)

ℎ

1!
=0, 

(− 𝑐02 +  𝑐04)
ℎ

1!
=0, 

(𝑐01 +  𝑐03)
ℎ

2

2!
=1, 

(𝑐02 +  𝑐04)
ℎ

2

2!
=1,   

(− 𝑐01 +  𝑐03)
ℎ

3

3!
=0,   

(− 𝑐02 +  𝑐04)
ℎ

3

3!
=0. 

 
Решение этой системы легко выписывает-

ся: 

𝑐01 = 𝑐02 = 𝑐03 = 𝑐04=1

ℎ
2 ,                  (15) 

𝑐00=−
4

ℎ
2. 

 
Таким образом, сеточный оператор, заме-

няющий дифференциальный оператор  𝛥u в 
точке (𝑥𝑖,𝑦𝑗) на схеме точек «крест», будет 
иметь вид 

𝐿ℎ(𝑢(0)) ≡
1

ℎ
2 (u(1)+u(2)+u(3) 

+u(4)-4u(0)).                                             (16) 
 

Если функция 𝑢(𝑥, 𝑦) имеет в области D 
непрерывные производные по x и y до чет-
вертого порядка включительно, то имеет ме-
сто формула (т.е. замена дифференциального 
оператора разностным отношением осу-
ществляется с точностью до бесконечно ма-
лых второго порядка малости)   

 
(𝛥𝑢)(0) = 𝐿ℎ(𝑢(0)) + O(ℎ2). 
 

Таким образом, замена дифференциально-
го оператора (12) разностным оператором 
(14) приводит непрерывное уравнение 
Лапласа 𝛥𝑢 = 0 , рассматриваемое в узле 
((𝑥𝑖,𝑦𝑗) к дискретному уравнению 𝐿ℎ(𝑢(0)) ≡
1

ℎ
2 (u(1)+u(2)+u(3)+u(4)-4u(0))=0; или после 

сокращения на   1
ℎ

2 ≠ 0  к   
u(1)+u(2)+u(3)+u(4)-4u(0)=0.             (17). 
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Рис. 2. Схема точек «1-й крест» 

 

                 
Рис. 3. Схема точек «2-й крест» 

 

 
Рис. 4. Схема точек «ящик» 

 
Рассматривая дискретное уравнение 

Лапласа (17) во всех внутренних узлах за-
данной сеточной области при схеме точек 

«крест» с присоединением граничных усло-
вий, придем к системе линейных дифферен-
циальных уравнений:  

 
 𝐴𝑥 = 𝑓,                       (18) 

где 𝐴 – матрица системы (18) – состоит из 
коэффициентов уравнения (17)    
 
𝑐01 = 𝑐02 = 𝑐03 = 𝑐04=1,   𝑐00=−4;  
 
𝑥 – вектор неизвестных значений поля; 𝑓 – 
вектор заданных значений поля (граничные 
условия). Следует отметить, что матрица 𝐴 

очень разреженная: в некоторых модельных 
примерах число ненулевых элементов в од-
ной строке матрицы от 1 до 25, тогда как 
число нулей в этой же строке может быть до 
нескольких десятков тысяч.  
 
Решение задачи аналитического продол-

жения гравитационного поля с использо-

ванием дискретного уравнения Лапаласа 

на модельном примере 

 

Дискретное уравнение (17), редуцирован-
ное к системе линейных алгебраических 
уравнений (18), было использовано в задаче 
аналитического продолжения заданных зна-
чений поля на поверхности Земли в нижнее 
полупространство в следующих модельных 
условиях. В качестве аномалиеобразущего 
тела принимался объект простейшей формы, 
поскольку в этом случае соответствующий 
объемный интеграл, представляющий реше-
ние прямой задачи (решением является вер-
тикальный градиент гравитационного потен-
циала 𝜕𝑉

𝜕𝑧
) вычисляется в конечном виде, т.е. 

решение прямой задачи является точным. 
Решения прямой задачи используются далее 
в качестве «входных» значений в задаче ана-
литического продолжения в модельных 
условиях. Помимо этого, точные решения 
прямой задачи позволяют оценивать точ-
ность расчетных значений в нижнем полу-
пространстве, полученных в результате ана-
литического продолжения, путем сравнения 
в соответствующих узлах с точными реше-
ниями прямой задачи. Одним из таких тел 
является прямоугольный параллелепипед 
бесконечного простирания в направлении 
одного из своих измерений (в данном при-
мере в направлении оси Oy, т.е. перпендику-
лярно плоскости рисунка) и имеющего сече-
ние 2.0× 2.4 км). Таким образом, решается 
двумерная задача, избыточная плотность те-
ла принимается равной 1 г/см 2. Заданные 
значения поля (решения прямой задачи) рас-
полагаются на двух уровнях (профилях): на 
уровне Земли z = 0 и на уровне шага сетки y 
над уровнем Земли z = -h; (ось Oz направле-
на вниз). Длина каждого профиля 16 км, шаг 
сетки равен 0.4 км, сеточная область пред-
ставляет собой прямоугольник с основанием, 
равным длине профиля (16 км) и высотой, 
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равной расстоянию от z = 0 до верхней 
кромки параллелепипеда, находящейся в 
нижнем полупространстве на глубине 4 км. 

Отметим сразу, что задача является не-
корректной (в классической постановке это 
задача о решения уравнения Лапласа в пря-
моугольнике (сеточной области) – так назы-
ваемая задача Дирихле, где заданы гранич-
ные условия по всему контуру прямоуголь-
ника), поскольку почти всегда измеренные 
значения поля находятся на верхней стороне 
прямоугольника на уровне z = 0 или выше, 
иногда на боковых сторонах прямоугольника 
(при наличии данных шахтной гравиразвед-
ки) и никогда на нижнем основании прямо-
угольника.  

Матрица системы (18) в условиях данного 
модельного примера имеет размерность 
390× 410, т.е. число уравнений равно числу 
внутренних узлов: 39 узлов на одном профи-
ле умножено на число уровней, равное 10, 
всего 390; а число неизвестных значений по-
ля равно числу неизвестных значений поля 
на одном уровне, умноженному на число 
уровней, т.е. 41× 10 = 410. Решение системы 
(18) проводилось методом итерации (Стра-
хов В.Н., Страхов А.В., 1999), и оно оказа-
лось неустойчивым, что объяснимо, когда
система является недоопределенной, т.е.
число уравнений меньше числа неизвестных.
В нижнем полупространстве только на от-
метке, равной одному шагу сетки от поверх-
ности Земли, (z = 0) относительная погреш-
ность (в среднеквадратичной норме) расчет-
ных значений была порядка  10

−1  (т.е. раз-
ница в расчетных значениях поля и точных
решений прямой задачи составила около
10 %), а ниже этой отметки относительная
погрешность была уже более 100 %, т.е.
начался распад поля. Было решено обеспе-
чить устойчивость решения системы (18),
рассматривая совместно две дискретные ап-
проксимации уравнения Лапласа: к схеме
точек «крест» (которая дальше будет назы-
ваться «1-й крест» (рис. 2)) добавляется схе-
ма точек «2-й крест» (рис. 3). Для решения
предыдущей задачи о замене дифференци-
ального оператора 𝛥u в точке (𝑥𝑖,𝑦𝑗) изберем
иную схему точек (рис. 3). В этом случае
оператор имеет вид

𝐿ℎ
∗ (𝑢(0)) ≡

1

2ℎ
2 (𝑢(1) + 𝑢(2)+ 

+𝑢(3) + 𝑢(4) − 4𝑢(0)).

Соответствующие этому вычисления мы 
опускаем, они аналогичны предыдущим. 
Имеет место также формула 

(𝛥𝑢)(0) = 𝐿ℎ
∗ (𝑢(0)) + O(ℎ2).

Операторы 𝐿ℎ(𝑢(0)) и 𝐿ℎ
∗ (𝑢(0)) одина-

ковы по виду, однако качество их различно, 
так как различными являются схемы точек, 
на которых эти операторы заменяют диффе-
ренциальный оператор 𝛥𝑢. 

Как и в случае схемы точек «1-й крест», 
записывая дискретное уравнение Лапласа 
для схемы точек «2-ый крест» 

𝐿ℎ
∗ (𝑢(0)) ≡

1

2ℎ
2 (𝑢(1) + 𝑢(2)+ 

𝑢(3) + 𝑢(4) − 4𝑢(0)) = 0, 

после сокращения на 1

2ℎ
2 ≠ 0 получим вто-

рую дискретную аппроксимацию уравнения 
Лапласа   

𝑢(1) + 𝑢(2) + 𝑢(3) + 𝑢(4) − 4𝑢(0)=0 (19), 
где     𝑐01 = 𝑐02 = 𝑐03 = 𝑐04=1,   𝑐00=−4   

являются элементами матрицы A вместе с 
коэффициентами первой дискретной аппрок-
симации уравнения Лапласа. 

Полученная система (18) теперь будет пе-
реопределенной (т.е. число уравнений будет 
больше числа неизвестных) с матрицей, 
имеющей размерность 780× 410. Решение ее 
является уже устойчивым – результаты рас-
четов, представленные с помощью специ-
альной программы в графической форме 
(Арсанукаев З.З., Арсанукаев И.З., 2015), 
приведены на рис. 5 а (на оси ординат распо-
ложены значения 𝜕𝑉

𝜕𝑧
 поля в мГал, на оси абс-

цисс – координаты узлов сетки на профиле). 
Чтобы увеличить точность вычисляемых 
значений поля, расчеты проводились и на 
более густых вариантах сетки, т.е. с мень-
шими шагами сетки (рис. 5 б, в). Отметим, 
что на рис. 5 а, б, в самая верхняя кривая по-
строена для расчетных значений поля в узлах 
уровня, расположенного на расстоянии шага 
сетки от поверхности Земли (z = h) в нижнем 
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полупространстве, а самая нижняя кривая 
построена для расчетных значений поля в 
узлах уровня, расположенного на уровне 
верхней кромки аномалиеобразующего тела. 

 

 
 

Рис. 5 а. Аномальные кривые при шаге сетки 

400 м (10 кривых) 

 

 
 

Рис. 5 б. Аномальные кривые при шаге сетки 

200 м (20 кривых) 

 

    
 

Рис. 5 в. Аномальные кривые при шаге сетки 

100 м (40 кривых) 

 
Анализ результатов расчета показывает, 

что на глубине, равной шагу сетки от уровня 
z = 0, относительная погрешность на шагах 
сетки 400, 200,100 м имеет значения, поря-
док которых соответственно 10

−3,10
−5, 10

−6  
(т.е. восстановленные значения отличаются 
от точных, например для шага 200 м в сред-
нем на 1/1000 %), а на глубине, расположен-
ной выше отметки верхней кромки тела на 1 
шаг сетки, погрешность имеет порядок  
10

−1,10
−2, 10

−3 (т.е. для шага 200 м восста-
новленные значения отличаются от точных в 
среднем на несколько процентов). 

Следующим шагом в повышении точно-
сти стоящих в узлах схемы значений поля, 
получаемых в результате аналитического 
продолжения, является присоединение к 

двум дискретным аппроксимациям «1-й 
крест» и «2-й крест» девятиточечной схемы 
«ящик» (рис. 4). Имеет место следующая 
формула: 

 
(𝛥𝑢)(𝑖𝑗) =

1

6
[4𝐿ℎ(𝑢(( 𝑥𝑖, 𝑦𝑗))  +

  𝐿ℎ
∗ (𝑢(( 𝑥𝑖, 𝑦𝑗))]− 2ℎ

2

4!
(𝛥2𝑢)(𝑖𝑗) −

2ℎ
4

6!
[𝛥3𝑢 +

2𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
𝛥𝑢]  (𝑥𝑖 + 𝜎ℎ, 𝑦𝑗 + 𝜏 ℎ) , где    

-1< 𝜎, 𝜏<1 (Канторович, Крылов, 1962). 
 
Аналогично предыдущему, с точностью 

до бесконечно малых 2-го порядка, получим 
для схемы «ящик» на равномерной сетке 
дискретное уравнения Лапласа: 

 
4𝐿ℎ(𝑢((𝑥𝑖, 𝑦𝑗))  +   𝐿ℎ

∗ (𝑢((𝑥𝑖, 𝑦𝑗))=0,  
 
или 
 

4(𝑢(1)(1)+𝑢(1)(2)+𝑢(1)(3)+𝑢(1)(4)-4u(0))+ 
(𝑢(2)(1)+𝑢(2)(2)+𝑢(2)(3)+𝑢(2)(4)-4u(0)=0,      
 
или 
 
0,8(𝑢(1)(1)+𝑢(1)(2)+𝑢(1)(3)+𝑢(1)(4))+0.2(
𝑢(2)(1)+𝑢(2)(2)+𝑢(2)(3)+𝑢(2)(4)) -4u(0) = 0,                   
 
где  𝑢(1)(1), 𝑢(1)(2), 𝑢(1)(3), 𝑢(1)  (4) – значе-
ния поля, стоящие в узлах схемы «1-й крест» 
внутри схемы «ящик» (кроме узла 0, рис. 4); 
𝑢(2)(1), 𝑢(2)(2), 𝑢(2)(3), 𝑢(2)(4) – значения по-
ля, стоящие в узлах схемы «2-й крест» внут-
ри схемы «ящик» (кроме узла 0, рис. 4); u(0) 
– значения поля, стоящие в центре схемы 
«ящик» (рис. 4). Коэффициенты   схемы 
«ящик»        
     

 𝑐01
(1) =  𝑐02

(1) = 𝑐03
(1) = 𝑐01

(1) = 0.8,  

 𝑐01
(2) =  𝑐02

(2) = 𝑐03
(2) = 𝑐01

(2) = 0.2, 
𝑐00=−4,  
служат далее элементами матрицы, а вместе 
с коэффициентами двух дискретных аппрок-
симаций «1-й крест» и «2-й крест» уравнения 
Лапласа. Матрица A системы линейных ал-
гебраических уравнений, полученной в ре-
зультате использования совместно трех дис-
кретных аппроксимаций уравнения Лапласа: 
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«1-й крест», «2-й крест» и «ящик», будет пе-
реопределенной, и ее размерность для дан-
ного модельного примера равна 1170 × 410. 
Как можно видеть из табл., точность расчет-
ных значений поля для уровня, расположен-
ного на 1 шаге сетки в нижнем полупро-
странстве от уровня Земли (z = 0), увеличи-
вается на порядок по сравнению с вычисли-
тельной схемой «1-й крест» + «2-й крест». 

Дальнейшее выполнение аналитического 
продолжения измеренных значений поля на 
поверхности Земли с использованием урав-
нения Лапласа и метода сеток позволяет по 
изменениям в аномальных кривых опреде-
лить положение верхней кромки гравитиру-
ющего тела, найти его центр тяжести, верх-
ние особенности тела (при наличии) с помо-
щью функции Березкина и в некоторых слу-
чаях положение нижней кромки. 

Таблица 

Глу- 
бина, 

км 

Относительная погрешность 

«1-й к» + «2-
й к» 

«1-й к» + «2-й 
к» + «ящ.» 

0,4 1,38440Е-03 4,92070Е-04 
0,8 3,90422Е-03 3,492533Е-03 
1,2 9,60364Е-03 4,769514Е-03 
1,6 1,85948Е-02 1,069080Е-02 
2,0 2,96881Е-02 2,459834Е-02 
2,4 4,46757Е-02 4,197743Е-02 
2,8 7,05478Е-02 6,123032Е-02 
3,2 1,15451Е-01 8,713836Е-02 
3,6 1,84324Е-01 1,312850 Е-01 

По полученным расчетным значения поля 
в точках контура области, занятой тяготею-
щими массами, можно осуществить анали-
тическое продолжение внутрь области при 
помощи уравнения Пуассона с определением 

плотности масс и таким образом решить об-
ратную задачу.  

Заключение 

В результате проведенных исследований с 
использованием различных вычислительных 
схем разностного метода определено, что 
при численном решения уравнения Лапласа 
на неполном контуре могут быть получены 
устойчивые решения соответствующих си-
стем линейных алгебраических уравнений с 
построением по этим решением аномальных 
кривых. По изменениям в аномальных кри-
вых можно затем решать задачу оконтурива-
ния области, занятой тяготеющими массами.  
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The article discusses the variants of constructing the computational schemes of the difference grid method in 
solving the problem of analytical continuation of the gravitational field observed on the Earth's surface into the 
lower half-space. The error of replacing the continuous Laplace equation by a difference equation is estimated. 
The results of computational experiments of analytical continuation of given field values at different grid sizes 
are presented. 
Key words: difference method; Laplace equation; Taylor series expansion. 
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